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[摘 要 〕 工程 中复杂力学问题的数值模拟与计算是先进制造技术和虚拟现实技术的重要组成部

分
,

相应的建模 与高精度方法成为该方向的技术关键
,

对其地位及国内外发展现状进行 了评述
,

指

出了新型高精度单元建模的思路和涉及的关键 问题

〔关键词 ] 建模
,

高精度
,

有限元方法
,

数值分析

引 言

近十年来
,

随着科学技术的发展和社会的进步
,

工程中的复杂力学问题正引起国内外学术界的高度

重视
,

甚至成为许多领域技术进步的关键
,

如
:
先进

制造技术
、

虚拟现实技术
、

现代材料加工技术
、

超高

层及大跨度结构物
、

航空航天技术等 ;现代工程问题

愈来愈复杂
,

其计算量将大得惊人
。

因此
,

除期望高

性能计算机硬件的发展以外
,

更重要 的是发展新型

高精度
、

高效率的现代数值分析技术
,

这也是 目前国

际学术界的一个发展前沿
,

如果这方面技术获得突

破并实用化
,

将大大地改进现行的有限元方法 ( F i
-

int
e IE ~ nt Mhet od

,

几M )及计算机辅助设计 ( Com
-

uP etr iA d ed eD is gn
,

C A )D 技术 ;可大大缩短大型工程

结构的分析时间并提高其分析精度
,

对提高整个机

械结构的设计水平和产 品质量将有极其重要的意

义 ;在学术上
,

将会对传统有限元数值分析方法产生

重要的影响 ;在实用方面
,

将为重大工程中关键力学

问题的分析提供有效的手段
。

先进制造技术中的一个重要发展趋势是工艺
一

设

计由经验判断走向定量分析
,

将数值模拟应用于铸

造
、

锻压
、

焊接
、

热处理等工艺设计中
,

并与物理模拟

和专家系统结合
,

来确定工艺参数
、

优化工 艺方案
,

预测加工过程中可能产生的缺陷及采取的防止措

施
,

控制和保护加工工件的质量
。

代表性的技术有
:

虚拟铸造技术
、

虚拟锻压技术
、

焊接
、

热处理工艺过

程模拟及质量预测
、

组织性能预测
,

成形工艺
一

模具
-

产品 c AI )/ c AM ( CO l l ll〕 t】t e : iA d de M an 记五C ut er )一体化
。

就材料加工工程而言
,

近年来
,

工业发达国家已经提

出材料加工成形将 由
“

接近净成形 ( N C a l
.

Ne t hs 继
P or d u e t S

门句
“

净成形 ( N e t hs 举 orP d cu ts )
”

发展
,

如用

精密铸造和精密塑性成形工艺来制造零件
,

以及采

用
“

自由成形制造 ( FF I
了)

”

的概念和技术等
。

可 以看

出
,

材料加 工学科的发展正逐步由
“

定性
”

走向
“

定

量
” ,

由
“

经验
”

走向
“

科学
” ,

在这一转变过程中起关

键作用的就是相应的力学建模及计算机数值模拟
,

也就是加工过程的信息处理
。

目前这方面的主要方

向是
:
( l) 利用数值模拟技术研究成形过程

,

找出金

属的流动规律
、

应力和应变场分布
、

应力和温度场分

布
,

从而确定工艺规范 ; ( 2 )利用数值模拟技术研究

成形过程中缺陷 (如缩孔
、

疏松
、

裂纹 )产生的机理
,

判据及防止措施 ; ( 3) 利用数值模拟技术研究加工过

程中微观组织 (如晶粒度
、

夹杂物 )的状况及其控制

方法
,

这也是材料加工工程的前沿课题
。

在现代材

料加工工程中
, _

L件及本构关系都很复杂
,

并且具有

高度的非线性
,

例如在塑性加工过程中
,

不但结构形

状复杂
,

而且材料的本构关系还是弹塑性
,

采用有限

元方法进行数值计算时
,

既要考虑物理非线性又要

考虑大位移变形的几何非线性
,

这样才能得到比较

接近实际情况的结果 ;又如
,

在铸造过程温度场及应

力场的数值模拟中
,

要涉及温度的祸合及弹塑性蠕

变问题
,

其中的力学建模及计算过程都很复杂
,

一般
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都达几万个自由度
,

大型的工程问题则达到几十万

个甚至上百万个自由度
,

有的还需要网格重划
,

要求

计算机容量大
,

所需时间也很长
,

虽然 日新月异 的计

算机硬件为求解这些问题创造了条件
,

但求解的时

间也长达几个小时
、

几十个小时或几天
,

如果是非线

性问题
,

则花的时间还要多几倍或几十倍
,

这使得许

多工程实际问题由于计算间题等原因还没有实质性

的进展 ;因此
,

高效率建模和计算是解决复杂工程问

题数值模拟的一个技术关键
。

1 国内外研究现状

近十多年来
,

关于有限元的精度
、

误差
、

可靠性

已成为众多科学家研究和关注的焦点
,

已发展了 h
-

ve o io n 谓
一 v

esr io n 、

h夕 v e sr i o n 自适应方法等 [’一 ,〕
,

许

多国际上知名的 FE M 及 c AD 大公司 (如
: MSC

,

A N
-

YS S
,

A LGOR… … )也纷纷参与研究及开发相应 的

几M 及 CDA 软件
。

就 目前工程中应用最广泛的有

限元方法而言
,

主要有以下一些提高精度的方法
。

( 1 ) h 方法 ( h
一

ve o ion )
:
不改变各单元上基底 函

数的配置情况
,

只通过逐步加密有限元网格来使结

果向正确解逼近 [’]
。

这种方法在有限元应用中最为

常用
,

并且往往采用较为简单的单元构造形式
。

h

方法可以达到一般工程的精度 (即将以能量范数度

量的误差控制在 5% 一 or % )
,

其收敛性 比 p 方法

差
,

但由于不用高阶多项式作基底函数
,

因而数值稳

定性和可靠性都较好
。

(2 ) p 方法 ( p
一 v

, ion )
:
保持有限元的网格剖分

固定不变
,

增加各单元上基底函数的阶次
,

从而改善

计算精度
。

Babu
ska 1

.

和 oD rr M
.

对 p 方法作了系统

的理论研究 a[]
。

在该方法中
,

一般以应力形式表达

的能量范数来估计误差
,

如著名 的 矛 法 ( 即由

Z i e kn i丽
e z
和 Zh u

提出仁
2〕)

,

即

e h 日 = { (
。

一
。 `
) DT

一 `
(
。

一
。 “
)二

J J J

其中
,

沪为有限元分析解得的应力
, 。 ’

为由平滑节

点应力通过形函数插值得到的应力
。

大量的实践表

明
: p 方法的收敛性大大优于 h 方法 ;P 方法的收敛

性可根据 we i。拙
s
定理来论证 ; 由于 p 方法使用

高阶多项式作为基底函数
,

会出现数值稳定性问题
,

另外
,

由于计算机容量和速度的限制
,

多项式的阶次

不能太高
,

一般不超过 8 阶
。

尤其在振动和稳定问

题求解高阶特征值时
,

无论 h 方法还是 p 方法都不

能令人满意
,

这是多项式插值本身的局限性造成的
。

( 3 )
r
方法

:
不改变单元类型和单元数 目

,

通过

移动结点来减小离散误差
,

因而
,

单元自由度不变
。

(4 ) 组合方 法
: 即 上述 各种 方法 的 联合使

用 [’, 5〕
。

最典型的是 h一 方法
,

即在加密有限元网

格的同时
,

也增加各单元上基底函数配置 的个数和

阶次
,

这种过程称为 h一 收敛过程
,

针对任何一具体

的问题可以达到一种优化组合
,

那么
,

该方法可成为

一种 自适应方法
。

( 5) 自适应方法
:
在近年来成为有限元研究的主

要方向之一
。

它运用反馈原理
,

利用上一步的计算

结果来修改有限元模型
,

其计算量较小
,

计算精度却

得到显著提高
。

自适应方法可以分别和 h 方法
、

p

方法及 h一 方法结合
,

称为 h 自适应方法
、

p 自适应

方法和 h一 自适应方法
。

自适应方法由误差指示算

子 (
e

orr
r idn ic at o sr )来监控

,

而收敛程度则由误差估

计算子 (
e

mr
r e s ti l l l a t o 比 ) 来监控

。

对于固定的自由度总数 N =

N0
,

最优网格和阶

次 ( h一 )的确定可化为以下优化问题 〔̀ 9
,

20] :

m i n : ( 、
,

,
,

、 )
=

, (、
,

, )
一 * ( }

_

。
( 、

,

, )、 一

N0 )
J 口

其中
,

入为 l叫犷叨 g e 乘子
。

即
,

在满足 自由度总数为

常数的约束条件下
,

极小化估计误差
。

在实际应用

中
,

要求新自由度引起的误差的减小量尽可能大
,

以

实现网格的高效改进困
。

o de n
曾将类似方法用于

流体力学中 Nvia
e 卜 s oct ke ,

方程的数值求解图
,

将单

元的
“

广义嫡误差指标
”

作为局部误差
,

利用给定 h
-

p 网格估计误差的极小化
,

确定网格参数 ( h一 )的分

布
,

获得了指数率收敛
。

自适应性可定义为按现时条件检查后为满足某

一要求的整个自动调整过程 s[]
。

自适应 几M 是一

种能自动调整其算法以改进求解过程的数值方法
,

它包括多种技术
,

其中主要的有
:
误差估计

、

自适应

网格改进
、

非线性问题中载荷增量的自适应选取及

瞬态问题中时间步长的自适应调整等
。

从更高层次

上来看
,

高精度数值分析及自适应方法应具有一体

化过程
,

其 自动调整过程为多进程循环过程
,

有关框

架见图 1
。

(6 )升阶谱有限元
:
作为 p 收敛过程的一种有

效方法
,

它是由常规的位移协调元结合数量逐步增

加的附加自由度而构成
,

使低阶升阶谱元的自由度

是高阶升阶谱元 自由度的一个子集
,

因而大大节省

计算量
,

可为编制自适应分析程序提供极为有利的

条件
。

但由于要用高阶多项式作为基底函数
,

从而

易出现数值稳定性问题
。
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图 l 高精度数值分析及自适应方法的实施过程

在升阶谱有限元中
,

一般采用能量范数来度量

误差的变化 [3
, 5 ]

,

即

(fn
十 1 一 k

。 十 ,
, 。 a 。

)
2

一 k
n + l

,

。 + l

护其中
,

k
n 十 ,

,
。 、 1
为引进新 自由度情形下的刚度阵

, a n

为节点自由度
。

可根据 !!
。 n ,

1
}!来确定增加位移函

数的阶次
。

( 7) 理性有限元方法
:
由钟万碍教授提出刚

,

该

方法以力学的需求为主导
,

考虑了力学的微分方程
,

用简单应力状态的弹性力学基本解作为基底函数
,

来完成插值逼近
,

对于不同的材料性质和单元特性
,

其插值的解会自动变化适应
,

易于处理不可压缩材

料的体积自锁
,

弯曲变形的剪切 自锁等问题
,

并且适

用于差分方法
。

就传统的解析方法而言
,

也发展了一些提高精

度的方法
。

( l) 半解析单元法
:
是应用半解析解函数 仁̀。」

,

基

于变分方程的一种半解析数值方法
。

能够发挥已有

的解析方法研究成果以减少纯数值方法的计算工作

量
。

其适用范围较广泛
,

对于一
、

二维结构
,

可建立

板单元
、

壳单元及平面单元 ;对于三维结构
,

可建立

柱单元
、

环单元
、

层单元及厚板单元
、

厚壳单元
,

并可

用于三维弹塑性分析
、

稳定性分析
、

几何非线性分

析
、

非线性弹性分析以及岩土
、

流体等介质分析
。

( 2 ) 谱方法
:
在解 析方法 中

,

谱方法 特别是

凡 u ir e r
级数解法是极为重要的方法 〔̀ ’ 〕

,

它不仅可 以

适用于各种荷载情况
,

而且运算方便
,

由于具有正交

性
,

可以使计算结果大大简化
,

具有很高的精度和效

率
。

上述二类方法的显著缺点是
:
对几何形状

、

边界

条件和材料的任意变化的适应能力不强
。

只在一个

方向上引人解析函数
,

另一个方向上仍使用常规有

限元的多项式插值
,

对解析方法和数值方法的结合

不够彻底
。

尽管国内外学术界在高精度计算方面的研究已

取得了不小的进展
,

但还远没达到人们所期望的水

平
,

其根本原因还是缺乏高效率和具有相当实用性

的数值分析和建模方法
。

例如
,

目前国内外用于金

属塑性成形的数值模拟技术
,

都是以传统有限元方

法为基础的
,

由于其
“

单元
”

的低精度
,

使得整体分析

的计算规模大
、

精度差
、

效率低
,

加上涉及几何非线

性和材料非线性的计算
,

上述问题则显得更为突出
。

在大变形问题中
,

又涉及网格的重构问题
,

必须使用

足够多和足够小的网格
,

因此
,

网格重构的工作量将

是非常大的
。

如苏黎士瑞士联邦理工学院所发展的

体积塑性成型模拟系统〔’ 2〕
、

美国 NA sy s 软件
、

法国

的 ATR MI l oo
、

日本大阪工业大学所发展的用于板料

的 IA S
一

3 D 和 D
NY

AM IC 系统
、

吉林工业大学所开发

的汽车覆盖件模具设计 C AD / C A E / C A M 系统等
,

虽

然在非线性的处理
、

接触问题
、

应变强化与应变速率

敏感性
、

动态过程的显式解法等方面都有深人的研

究
,

但在单元的函数形式方面仍基本上完全采用常

规的咫M 单元 (如 3一8 节点薄
、

厚曲壳单元及平板

壳单元
、

4一 8 节点 3 D 单元 )
,

因而计算的精度和效

率都较低
。

瑞士联邦理工学院在管材挤压过程的数

值模拟过程中〔’ 2 2
,

划分了 巧 万个单元
,

在 s GI 机上

( 114 《 X) 处理器 )每小时仅能计算一个小增量步
,

而

日本大阪工业大学在模拟 日产汽车的前轮盖板的成

形过程中仁
’ ”

,

`4〕
,

采用了 2 501 个壳单元和 2 以科个节

点
,

整个计算过程为 20 《XX )步
。

2 高精度单元建模的新途径

从前面的综述可以看出以下几个问题
:

( l) 数值方法和解析方法的有效结合是力学高

精度方法的发展方向 [’ “
, `5」;理性有限元和半解析单

元法都在这方面作了研究
,

但其结果仍不能满足工

程应用的需要
。

理性有限元以弹性力学基本解作为
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基底函数
,

半解析单元法仅有一个方向上引人解析

函数
,

适应材料
、

形状
、

边界变化的能力不强
。

(2) 基底函数的选择是数值方法和解析方法相

结合的切人点
,

是各种高精度方法的核心问题
,

目前

的各种有限元法主要是基于变分原理的位移法
,

其

关键在于选择适当的基底函数来构造位移场
,

理性

有限元和半解析单元法是通过基底函数来把数值方

法和解析方法藕合
。

在纯数值方法中
,

升阶谱有限

元和 p 方法运用高阶多项式来对位移场进行插值
,

其核心思想同样体现在基底函数上
。

谱方法是运用

一系列谱函数作为基底函数来构造位移场
。

( 3) 使用从解析解中得到的谱函数作为基底函

数可显著提高计算精度和效率
。

谱函数具有如下优

点
:
( } )完备性

,

即其线性组合可无限一致地逼近任

何域内逐段连续二次可积且满足边界条件的函数
。

( ii) 正交性
,

即不同的谱函数相乘后积分为 0
,

这使

得刚度阵和质量阵的带宽很窄
,

在解析方法中可大

大简化微积分方程的求解
。

( 111 )形如
s i n ( xn )和

e o s

( xn )的谱函数本身就具备了波动振荡的形式
,

在求

解振动
、

稳定以及流体问题时
,

其优于多项式插值的

特性体现得尤为充分
。

( !v) 运用从相应力学问题的

解析解中选择的谱函数
,

可充分体现力学的特性
,

优

于只以多项式来插值的方法
。

( 4) 升阶谱有限元为如何运用谱函数构造基底

函数提供了良好的思路
。

基底函数所构造的位移场

需满足单元结点处的位移边界条件
,

如果直接令谱

函数满足结点位移条件
,

其计算较复杂
,

而常规有限

元的位移多项式插值可以很容易地满足节点位移边

界条件
。

升阶谱有限元的位移函数很巧妙地利用了

这一特点
,

例如
,

其拉压杆的位移函数为
:

l

万
u ’

` 一 : , · 合
一 (` · : , ·

鑫
一* /

其中
,

前 2 项是常规有限元的多项式插值
,

满足两端

结点处 (任二
一 1 和 任二 l) 位移分别为

u l 、

u2 的单元边

界条件
,

第 3 项以后 甲;
是升阶谱多项式形 函数

,

满

足零边界条件
,

即 母= 土 1时 甲i = O
。

如果将 甲;
换为

从解析解中得到的谱函数
,

则可构造出谱函数和常

规有限元多项式插值的位移场
,

此过程中没有增加

单元的结点
,

而且和后续的求解步骤 (刚度
、

质量矩

阵的推导
、

方程组的求解等 )可完全沿用常规有限元

的方法
。

3 单元建模与经典方法的结合

将 2 种方法的优点集中起来并进行结合是一种

发展趋势
,

关键是看如何实现
,

其理论基础是否可

靠
。

在有限元分析断裂问题时
,

有学者研究了用于

裂纹问题分析的特种单元
,

所构造的带裂纹尖端位

移场的
“

裂纹单元
”

就是采用的复合方法
,

但所用的
“

复合条件
”

并不严格 (在相容性方面 )
,

即在
“

裂纹单

元
”

的单元边界上其位移函数不能精确满足位移场

的相容性
,

则在数学上不能保证收敛性
,

因此
,

该
“

裂

纹单元
”

除裂纹尖端的结果比较好外
,

其余区域 (特

别是单元边界 )的计算误差较大
。

在实际应用中
,

由

于一般只考虑简单外载下的微小裂纹问题
,

而且
“

裂

纹单元
”

的边界远离裂纹
,

因此
,

就裂纹尖端附近的

结果
,

工程上是可以接受的
。

钟万姆教授提出了理性有限元方法 0[,
` 5〕

,

即用

力学方程的基本解作为插值逼近的基底函数
,

把解

析方法和数值方法结合起来
,

得到高效的单元列式
。

基于解析方法发展起来的杆元素和梁元素的动刚度

矩阵〔’ 6〕
、

杆系结构动力计算的精确解法 [’ 7〕
,

还有应

力集中单元等方法
,

也都是某种意义上的复合建模
,

都是在某种程度上充分利用解析解的高精度
,

因而

在不同程度上取得好的效果
,

当然
,

这些方法在应用

范围方面还有一定的局限性
,

还有待于进一步的发

展和完善
。

如要建立一种真正的
、

理论上严格的
、

具有通用

性的
“

复合单元
” ,

则必须研究单元建模中复合位移

场的相容性以及单元边界相容条件
。

近年来
,

所发展的具有一定通用性的高精度复

合单元法 ( C EM
,

C o l n lx ) s it e E leme
n t M e ht od )是一种用

于结构分析的高效计算方法〔 “̀ 〕
,

它的思路是
:
在单

元建模中
,

把经典解析方法和常规有限元结合起来
,

为得到普遍性和精确性的建模
,

研究了
“

单元边界条

件
” ,

在该条件下
,

通过动力学问题的求解来获得经

典解析位移场 (谱 )[
’ 9 〕

,

再把该单元内的经典解析位

移场 (谱 )嵌人到常规有限元的单元位移场中以形成

一种新的通用单元— 复合单元
,

既能够充分利用

常规有限元的灵活性又不丢失经典解析方法所具有

的高精度
。

在复合单元法中 [`3」
,

对任一离散单元选择以下

多项式函数和解析解函数来共同描述位移场
。

即

百 (誉)
= N (子)叮 + 协(宁)

c

能够看到 U (勃由两部分组成
:

U (泞)
二 刀姗 (宁) + 刀c了

(夸)

在这里刃咫
衬 (勃是基于有限元节点 自由度的位移

场
,

N (引是一个仅与空间位置相关的有限元的形函

数
。

队 , (引是基于场 自由度的经典解析理论的位
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移场 (谱 ) ;协(引是由经典解析理论所获得的解析函

数
。

可以看出
,

q 是常规有限元的节点坐标
,

也叫做

节点自由度 ; 。 是场坐标
,

也叫
。
自由度或者

。
坐

标
。

场坐标和它 的基底函数 价(引不是绝对自由的
,

它必须得满足某些要求
,

特别是单元边界条件
口

基于复合单元法的数值试验结果表明
:
该方法

不仅具有高精度
、

还具有少计算量
、

数值稳定性好等

特点
,

在相同的计算量的前提下
,

该方法的计算精度

大大高于传统 兀M
,

在相同的计算精度前提下
,

该

方法的计算量大大低于传统 FEM
。

图 2 为一个数值

算例的 比较
,

该模型为 iF in et IE~ in New
s
国际杂志

的主 编 枷f
.

J
.

RO I〕i n son 所提 出 的一个 著名考

题 t ’ 7马
,

左图为常规 F E M 的网格划分
,

右图为复合单

元方法 ( C EM )的网格划分
,

而这 2 种方案在关键位

置的计算结果基本一样
。

图 3 为另一个数值算例的

比较
,

该模型为国际著名的有限元专家 1〕m f
.

0
.

C
.

z i
ekn

i

~
z
所提出的另一个著名考题 [别

,

左图为常

规 亚M 的网格划分
,

右图为复合单元方法 ( CEM )的

网格划分
,

而这 2 种方案在关键点的计算结果基本

一样
。
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4 新型高精度单元建模所涉及的关键问题

我们知道
,

在工程问题的数值分析中
,

影响精度

和效率的因素有许多
,

但最基本
、

最本质的
、

影响最

大的是
“

离散单元
”

的建模精度和效率
,

新型的高精

度单元建模及方法可为下列方向的研究和深人发展

提供新的数值分析手段
:
如虚拟铸造技术

,

虚拟锻压

技术
,

焊接
、

热处理工艺过程模拟及质量预测
、

组织

性能预测
、

新型成形工艺
、

模具设计
、

产品 C AD / CAM

一体化
、

复杂结构分析
、

故障诊断等
。

目前
,

高精度单元建模正 日益受到许多学者的

重视
,

也是一新的研究方向
,

它将涉及
:
节点描述

、

内

部位移场描述
、

节点条件
、

藕合的相容性条件等
,

因

此必须处理好以下几个关键问题
。

( 1) 描述基本模
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态信息的单元复合位移场的构造 ; ( 2)单元内相容性

节点边界条件 ; ( 3)单元内的高精度数值积分 ; ( 4)方

程组的新型求解方法 ; ( 5)与传统有限元方法的相容

性
。
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